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POVZETEK

Natancnost polozaja toCke v tri razseznem prostoru je doloCena s ploskvijo pogreskov ali
pedaloidom pogreskov, v ravnini pa s krivuljo pogreskov ali pedalo pogreskov. Pedalo pogreskov
in pedaloid pogreskov definirajo velikosti glavnih srednjih pogreskov ter njihova usmerjenost.
Vrednosti glavnih srednjih pogreskov dolo¢imo s pomocjo lastnih vrednosti matrike kovarianc. Z
znanimi vrednostmi glavnih pogreskov in z znanimi komponentami glavnih pogreskov v
pravokotnem koordinatnem sistemu pa lahko enozna¢no dolo¢imo pedaloid pogreskov in pedalo
pogreskov. Krivuljo pogreskov in ploskev pogreskov lahko aproksimiramo z elipso pogreskov,
odnosno z elipsoidom pogreskov. Velja poudariti, da elipsa pogreskov, oziroma elipsoid
pogreskov, pravilno prikazujeta samo velikosti in smeri glavnih pogreskov.

Kljuéne besede: srednji pogresek, pedala pogreskov, pedaloid pogreskov

Confidence curve and confidence surface i.e. confidence pedal and confidence pedaloid
ABSTRACT

The point position accuracy in three-dimensional space is defined by the confidence error surface,
also termed the confidence error pedaloid. The accuracy of point position in 2D is defined by a
confidence error curve, i.e. confidence error pedal. The confidence error curve and confidence error
surface are defined by the size of the characteristic mean errors and their directionality. Covariance
matrix elements define the accuracy of point position in a coordinate axis direction and are also the
basis to calculate the elements of confidence error pedals and confidence error pedaloids. The
confidence error pedal and confidence error pedaloid can be approximated by the error ellipse and
error ellipsoid, respectively. We have to be aware that the error ellipse and the error ellipsoid
correctly represent only size and direction of the main (characteristic) errors.

Key words: standard error, confidence pedal, confidence pedaloid

UvVOD

Natan¢nost polozaja tocke v tri razseznem prostoru je doloCena s ploskvijo pogreskov ali
katerega center sovpada s centrom elipsoida. Natancnost polozaja toc¢ke v ravnini pa je dolocena s
krivuljo srednjih pogreskov ali pedalo pogreskov, ki sodi v druzino nozi$¢nih (pedalnih) krivulj
elipse, katere center sovpada s centrom elipse. Oceno natancnosti iskanih veli¢in pridobimo s
pomocjo elementov kovarianéne matrike, ki definirajo natancnost polozaja tock v smeri
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koordinatnih osi in so osnova za izracun elementov krivulj pogreskov — pedal pogreskov ali
ploskev pogreskov — pedaloidov pogreskov.

Pedalo pogreskov in pedaloid pogreskov definirajo velikosti glavnih srednjih pogreskov ter njihova
usmerjenost (vektorji glavnih srednjih pogreskov so med seboj ortogonalni in tako tudi medsebojno
neodvisni). Krivuljo pogreskov in ploskev pogreskov lahko aproksimiramo z elipso pogreskov,
odnosno z elipsoidom pogreskov. Pri tem velja, da elipsa pogreskov, oziroma elipsoid pogreskov,
pravilno prikazujeta samo velikosti in smeri glavnih pogreskov. V vseh ostalih smereh pa so
velikosti srednjih pogreskov le aproksimacija. Natan¢nost aproksimacije pa je odvisna od razmerij
med velikostmi posameznih glavnih srednjih pogreskov [1]. Bolj kot se razmerje razlikuje od 1,
manj natancna je aproksimacija.

PLOSKEV POGRESKOV OZ. PEDALOID POGRESKOV

Pri izravnavi to¢ke po nalinu posrednih meritev pridobimo srednje pogreske &, 69 in 6, v

smereh osi x, y in z. Kot takSni pa srednji pogreski ne podajajo celotne informacije o natan¢nosti
polozaja tocke. Natan¢nost polozaja merjene tocke v tridimenzionalnem prostoru je dolocena s
ploskvijo pogreskov, oziroma s pedaloidom pogreskov. Za dolocitev pedaloida pogreskov moramo

poznati glavne pogreske G, , G, in G, ter njihovo usmerjenost.
Tocka M ima v prostoru koordinate %,,, ,, in Z,, s srednjimi pogreski &;, &, in G;. Naj bo
tocka A4 "ista" toCka s hipoteticno absolutnimi koordinatami x4, y, in z,, torej brez pogreskov.
Srednji pogresek polozaja tocke M v smeri tocke 4 bo enak srednjemu pogresku razdalje & , (Slika

).

Slika 1.: Srednji pogreski tocke M v prostorskem koordinatnem sistemu
Figure 1.: Point M standard errors in three-dimensional space

Razdaljo p med to¢kama M (f/M,fcM 32y ) in A(yA,xA,zA) v prostoru izraCunamo po enacbi:
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p =AY +AF + A :\/(—33M+yA)2 (=% +x,) + (=2, +2,) (1)

Ob upostevanju zakona o prenosu varianc in kovarianc zapiSemo oceno srednjega pogreska
razdalje, ki je funkcija neznanih veli€in x, y in z:

62=J3,%.J, (2)

kjer je: O, ... ocena srednjega pogreska razdalje,
2. ... kovarian¢na matrika koordinat tocke M,

X

J ... vektor odvodov funkcije p.

Velja:
O Oy Ok Xy Xy X Aj Xy L
_n2 _n2 _ _ ~2
L:=0,Q5=0,|0y Oy Op|=|2Zs Xy Zp|=|Zy 07 I 3)
Q. 0Oy 0 Te X X X Zp op

. . ) .. " v
kjer je: oy ... srednji pogresek enote utezi,
Q;; ... varian¢no-kovarian¢na matrika neznank,

AD AD . A2 .. . . . - . . . . .
0;,0; in O; ...srednji kvadratni pogreSek poloZaja tocke v smeri koordinatnih osi.

Vektor odvodov J , Je enak:

J = op Op Op @)
r loy, ox, Oz,

Cleni vektorja odvodov so parcialni odvodi funkcije p po neznankah. Torej so parcialni odvodi:

op _ —Dutyi_ N

Wy P P

ap __—JEM +xA __MM,A

Xy P P

op :_—EM-I-ZA:_AEM,A 5)
0z, P P
Velja pa tudi:

Vs _ S;

p L

A

Xy +tX, _O

P I3

Q>
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-z, +z, O,
M A — z (6)
p »

>

Ko enacbi (3) in (5) vstavimo v enacbo (2) in upostevamo (6), dobimo

. Ty 2 |[6

XX Xy Xz

R P A ~ A

% _[Uf Oy 02] Xy 2y 2|0 (7
2 Z}”)ﬁ 2. || 0:

Srednje pogreske v smeri koordinatnih osi pa lahko zapisemo tudi kot:

sl | e Ta T || O
7T ryé r)/77 ry§ O-n (8)
O-f z& zn z{ U{

x§ xn x¢
R=|r ve TN T ©)
rzaf . zn rzé’

za katero velja ortogonalnost; R" -R=R-R” =1 in R” =R, njena determinanta pa je enaka
detR =1.

Ce upostevamo enacbo (8) v enacbi (7), sledi:

>

Fe e T ||Zu Zy Ze||he Ty Ty || O:
6-2:[6-5 6-77 OA_;“] T T Ty Efcﬁ zﬁﬁ Zﬁf Be T T A’I (10)
T T T || Ze 2y Za||he T, T 6'4
Zaradi ortogonalnosti lahko ena¢bo (10) poenostavimo
chf Aé
6i=[6, 6, 6,] s, 6, |=6lL, +6.%, +61%, (11)
ZCC 6-5

Ta enacba predstavlja ploskev srednjih pogreskov (Slika 2), ki jo lahko aproksimiramo z
elipsoidom:

A2 ) AD
O (o (o)
SRR (12

kjer s z _— z ¢ odgovarjajo kvadratom glavnih polosi (major, binor, minor) elipsoida.
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Slika 2.: Pedaloid pogreskov oz. ploskev pogreskov
Figure 2.: Error pedaloid or error surface

Enacbo (11) se lahko z upostevanjem spodnjega pogoja, ki je razviden iz slike 1,

o cos Acosp
6, |=0,| sindcosgp (13)
o sin @

zapise tudi kot

62 =3, cos’ 1 cos’ p+X, sin’ A cos’ p+X,, sin’ ¢ (14)

Elementi ploskve pogreskov oz. pedaloida pogreskov

Za dolocitev pedaloida pogreskov moramo poznati velikosti glavnih 6‘§ (major), 6'” (binor), 64
(minor) polosi pedaloida ter njihove usmerjenosti. Iz ocene natan¢nosti tocke je znan poloZaj tocke

o - o . o Ly . 2
in pripadajoca kovarian¢na matrika X.. oz. varian¢no-kovarianéna matrika neznank &, Q;; [1].

Tako je tudi za vsak prostorski polozaj znana matrika kovarianc X .. :

Ow Oy 0O Ty Ly g 50 Ty Zg
) A2
Lu=00|Qy Oy O |=|Zs Zy Zpx|=|Zy O 2p (15)
sz Q vz Q22 z Xz vz 2z z Xz Z vz 6_2
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Povezava med srednjimi pogreski o, &ﬁ in & (odseki na oseh prostorskega koordinatnega
sistema) in glavnimi srednjimi pogreski 6‘§ , &n in 6'4 se izrazi s problemom lastnih vrednosti 4,
in lastnimi vektorji §; matrike kovarianc X...

Tako vrednosti glavnih srednjih pogreskov v prostoru dolo¢imo s pomogjo lastnih vrednosti A,

matrike kovarianc X..:
Izraz (16) lahko zapisemo kot:

(E4-41)s, =0 (17)
Izraz (17) predstavlja sistem homogenih linearnih enacb, ki imajo ne-trivialno resitev s, # 0, ko

velja det(Eﬁ —ﬂI) =0 [2].

Zxx_/l 2)2)3 Xz
det(X;-AI)=| T, ;-4 I, [=0 (18)
22 ijé 222_/1

Iz dobljene determinante karakteristicne matrike (18), se nato izpelje karakteristi¢ni polinom (v tem
primeru gre za polinom tretje stopnje):

3 2
A+, A" +ed+c, =0 (19)
kjer so koeficienti:

¢, =1

C =X+ +2s

G=-3(25+Z.+Z;)

¢, =detX., (20)

Koreni karakteristicnega polinoma so lastne vrednosti matrike kovarianc X... Ko so dolo¢ene

lastne vrednosti A, se dolocijo Se lastni vektorji s, , tako da se vsaka lastna vrednost 4, vstavi v
izraz (17).

Iz tako dolo¢enih lastnih vrednosti A se nato dolocijo vrednosti glavnih pogreskov:

=VA
VA
V%

>

>

21

n
O,
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Lastni vektorji 8, kovarian¢ne matrike X.. so med seboj pravokotni (skalarni produkt dveh lastnih

X
vektorjev je enak ni¢ s’ -s ; =0) in jih normiramo glede na dolZino. Zato se ob mnoZenju

vrednosti glavnih pogreskov z lastnimi vektorji dobijo komponente glavnih pogreskov v
prostorskem koordinatnem sistemu x, y, z:

A T_

é'si_‘séx Sey  Se

A T_

n'srz_‘snx Sy Snz

A T

¢S ‘sgx Sey Sz (22)

Z dolo¢enimi vrednostmi glavnih pogreskov in z dolo¢enimi komponentami glavnih pogreskov v
trirazseznem pravokotnem koordinatnem prostoru (x, y, z) je dolo¢en pedaloid pogreskov.

KRIVULJA POGRESKOV OZ. PEDALA POGRESKOV

Natancnost polozaja v dvodimenzionalnem prostoru je dana s krivuljo pogreskov, oziroma s pedalo
pogreskov. Predvsem pa nas zanimata velikosti srednjih pogreskov v smeri glavnih srednjih

pogreskov (najvecjega 6‘§ in najmansega 6',7 ). Z dolocitvijo velikosti glavnih srednjih pogreskov

in njihovo usmerjenostjo enozna¢no definiramo krivuljo pogreskov, oziroma pedalo pogreskov.

X

n

Slika 3.: Srednji pogreski tocke M v ravninskem koordinatnem sistemu
Figure 3.: Point M standard errors in two-dimensional space

Na sliki 3 to¢ka M predstavlja rezultat izravnave in ima koordinati X,, in P, s srednjima
pogreskoma & in &JQ . Naj bo tocka A hipoteti¢no "ista" tocka z absolutnimi koordinatami x4 in y4

(absolutno natancna tocka — torej brez pogreska). Srednji pogresek polozaja tocke M v smeri 4 bo
enak srednjemu pogresku razdalje & -
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Postopek izpeljave enacbe pedale pogreskov je analogen izpeljavi pedaloida pogreskov. Tako ima
enacba pedale pogreskov, analogno enacbi (7), naslednjo obliko:

> o

A4 [ A N & & a2 ~2

O-P_[O-i O-n]{ D }{6_}_052554'0—772077 (23)
n

n

Ta enacba predstavlja krivuljo srednjih pogreskov, ki je prikazana na sliki 4. Slednjo enacbo lahko
z upostevanjem spodnjega pogoja, ki je razviden iz slike 3,

o ;|| cos@ sin@| _ |cosa 24
n = n = O'
o, Oy || —sin@ cosd ?|sina

zapisemo kot enacbo srednjega pogreska polozaja tocke v poljubni smeri & (Slika 4):
62=X..cos’a+2 sin’«a (25)
P & nm

Enacba (23) predstavlja enac¢bo nozis¢ne krivulje elipse pogreskov s centrom v centru elipse
pogreskov, katere glavne osi so identi¢ne glavnim osem elipse [3]:

6. o
S + _n — 1 (26)
z«f«f nn

n
Slika 4.: Pedala pogreskov oz. krivulja pogreskov
Figure 4.: Error pedal or error curve

Najverjetnejsi polozaj to¢ke v ravnini se torej nahaja znotraj krivulje srednjih pogreskov, oziroma
pedale pogreskov.
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Elementi krivulje pogreskov oz. pedale pogreskov

S posredno izravnavo polozaja neke tocke v ravnini pridobimo, poleg najverjetnejSih vrednosti
koordinat, tudi pripadajo¢o matriko kovarianc X... Postopek dolocitve elementov pedale

pogreskov je enak dolocitvi elementov pedaloida pogreskov. Tako sta reSitvi karakteristiCnega
polinoma druge stopnje naslednje oblike:

1 2 R
A= ZTatEst (Z,-%,) +45 27)

Velja:

&:z\/zjéZ\/Z
6, =%, =4 (28)

Produkt vrednosti glavnih pogreskov 65, 6‘77 in lastnih vektorjev s,, s, nam da komponente

glavnih pogreskov v x, y koordinatnem sistemu.

A T _
6,-s! =s,, s

(29)

A T _
6,8 =[5 5|

Na ta nacin je dolocena krivulja pogreskov, oziroma pedala.

ZAKLJUCEK
V inZenirski praksi je nemogoce podati absolutno natancen poloZaj tocke. Pomembno je, da poleg
koordinat izmerjene tocke, podajamo tudi natan¢nost polozaja tocke. Zaradi pogreskov v poljubni

smeri prostora najverjetnejsi polozaj tocke variira:

e v ravnini znotraj pedale pogreskov oz. krivulje pogreskov, katere enacba ima naslednjo
obliko

)y o
A4 [ A A <3 S| _ a2 A2
Gﬂ_[o-f 077:||: > }{(5‘ _O-fzéé-'_o-nzfm
nm n

e v 3D prostoru znotraj pedaloida pogreskov oz. ploskve pogreskov, katerega enacba ima
naslednjo obliko

255 ¢
si=|6, 6, 6,] = 6,|=61%,.+6,%, +6.3
P ¢ n ¢ nn n - n “nn ¢ =
Xy |0

A

Relacija med srednjimi pogreski &; , 6 ... 0; in glavnimi srednjimi pogreski 6, , 6, ... G,

se izrazi s problemom lastnih vrednosti A, in lastnimi vektorji s, matrike kovarianc X, . Ker so

lastne (karakteristi¢ne) vrednosti neodvisne od koordinatnega sistema, sta tudi pedala pogreskov in
pedaloid pogreskov invariantna na spremembo koordinatnega sistema.
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